
Теоремы Ролля и Лагранжа

1. Даны действительные числа 𝑎0, 𝑎1, . . ., 𝑎𝑛 такие,

что 𝑎0
1 + 𝑎1

2 +. . .+ 𝑎𝑛
𝑛+1 = 0. Докажите, что у многочлена

𝑝(𝑥) = 𝑎0+𝑎1𝑥+. . .+𝑎𝑛𝑥
𝑛 есть действительный корень.

2. Функция 𝑓(𝑥) непрерывна на отрезке [0, 1] и диф-

ференцируема на интервале (0, 1), 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0.
Докажите, что 𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝜉) для некоторого 𝜉 ∈ (0, 1).
3. a) Пусть 𝑓 ∈ 𝐶1[𝑎,+∞) и 𝑓(𝑎) = lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥). Дока-

жите, что существует 𝑐 ∈ (𝑎,+∞) такое, что 𝑓 ′(𝑐) = 0.
b) Пусть 𝜆 ∈ R и 𝑝 ∈ R[𝑥]. Докажите, что многочлен

𝜆𝑝(𝑥)+𝑝′(𝑥) имеет не больше мнимых корней, чем 𝑝(𝑥).

4. Докажите, что (𝑥+1) cos
𝜋

𝑥+ 1
> 1+𝑥 cos

𝜋

𝑥
, 𝑥 ≥ 2.

5. Докажите, что
𝑏− 𝑎

𝑏
< ln

𝑏

𝑎
<

𝑏− 𝑎

𝑎
, если 𝑏 > 𝑎 > 0.

6. Найдите все действительные числа 𝑥 такие, что

2𝑥 + 5𝑥 = 3𝑥 + 4𝑥.
7. Функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶([0, 1]) дифференцируемая на ин-
тервале (0, 1), 𝑓(0) = 0, 𝑓(1) = 1. Докажите, что для

любого 𝑛 ∈ N найдутся такие различные числа 𝑥1, 𝑥2,

. . . , 𝑥𝑛 ∈ (0, 1), что
1

𝑓 ′(𝑥1)
+

1

𝑓 ′(𝑥2)
+ . . .+

1

𝑓 ′(𝑥𝑛)
= 𝑛.

8. Функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶([0, 1]) дифференцируемая на ин-
тервале (0, 1), причём 𝑓(0) = 0 и |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝜆|𝑓(𝑥)| для
некоторой постоянной 𝜆 ∈ R. Докажите, что 𝑓(𝑥) ≡ 0.
9. Функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏]) имеет на отрезке [𝑎, 𝑏] не
менее 𝑛 нулей (с учётом кратности). Докажите, что

max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| ≤ (𝑏− 𝑎)𝑛

𝑛!
max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓 (𝑛)(𝑥)|.
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