
Применение производной

1. Найдите все функции 𝑓 : R → R такие, что для лю-

бых 𝑎, 𝑏 ∈ R верно неравенство |𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)| ≤ |𝑏− 𝑎|2.
2. Периодическая ли функция 𝑓(𝑥) = sin𝑥+ sin

√
2𝑥?

3. Что больше: 𝑒𝜋 или 𝜋𝑒?

4. Пусть 𝑥 > 0. Докажите, что cos𝑥 > 1− 𝑥2

2 .

5. Даны различные положительные числа 𝑎 и 𝑏. До-
кажите, что

√
𝑎𝑏 < 𝑏−𝑎

ln 𝑏−ln 𝑎 < 𝑎+𝑏
2 .

6. a) Точки 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ R, двигаются с постоян-

ными скоростями 𝑣⃗𝐴 и 𝑣⃗𝐵 соответственно. Докажите,

что d
d𝑡 |

−−→
𝐴𝐵| =

−→
𝐵𝐴

|
−→
𝐵𝐴|

· 𝑣⃗𝐴 +
−→
𝐴𝐵

|
−→
𝐴𝐵|

· 𝑣⃗𝐵.
b) Для точек 𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛 нашли точку𝑋, для кото-

рой сумма
∑︀𝑛

𝑖=1𝑋𝐴𝑖 минимальна. Докажите, что если

𝑋 ̸= 𝐴𝑖, 1≤ 𝑖≤ 𝑛, то сумма единичных векторов, на-

правленных от 𝑋 к 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛, равна 0⃗.
c) Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Найдите точку 𝑇 такую,

что сумма 𝐴𝑇 +𝐵𝑇 +𝐶𝑇 расстояний от неё до вершин

треугольника будет наименьшей.

7. Докажите, что при умножении многочлена (𝑥+1)99

на любой ненулевой многочлен получается многочлен,

имеющий не менее 100 ненулевых коэффициентов.

8. Исходно на доске написаны многочлены 𝑥3−3𝑥2+5
и 𝑥2 − 4𝑥. Если на доске уже написаны многочлены

𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), разрешается дописать на неё многочлены

𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), 𝑓
(︀
𝑔(𝑥)

)︀
и 𝑐𝑓(𝑥), где 𝑐 – произ-

вольная (не обязательно целая) константа. Может ли

на доске после нескольких операций появиться много-

член вида 𝑥𝑛 − 1 (при натуральном 𝑛)?
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