
Первообразные корни

1. Докажите, что ord101 2 = 𝜙(101).
2. Число 𝑝 простое. Для произвольного 𝑑 ∈ N поло-

жим 𝑓(𝑑) = |{𝑥 ∈ Z*
𝑝 : ord𝑝(𝑥) = 𝑑}|. Докажите, что

a) 𝑓(𝑑)=𝜙(𝑑), если 𝑓(𝑑) ̸=0; b)
∑︀

𝑑|(𝑝−1)

𝑓(𝑑)=
∑︀

𝑑|(𝑝−1)

𝜙(𝑑) = 𝑝−1;

c) 𝑓(𝑑) = 𝜙(𝑑) для любого делителя 𝑑 числа 𝑝− 1.
3. Пусть 𝑥 – первообразный корень по простому мо-

дулю 𝑝. Докажите, что найдётся такое целое число 𝑦,
что 𝑥+ 𝑦𝑝 – первообразный корень по модулю 𝑝2.
4. Пусть 𝑥 – первообразный корень по модулю 𝑝2, где
𝑝 – нечётное простое число. Докажите, что 𝑥 – перво-

образный корень по модулю 𝑝𝑘, 𝑘 ∈ N.
5. Пусть 𝑥 – первообразный корень по модулю 𝑝𝑘, где
𝑝 – нечётное простое число и 𝑘 ∈ N. Докажите, что

одно из чисел 𝑥 или 𝑥 + 𝑝𝑘 является первообразным

корнем по модулю 2𝑝𝑘.
6. Докажите, что первообразный корень по модулю 𝑛
существует, если и только если 𝑛 = 1, 2, 4, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘, где
𝑝 – нечётное простое и 𝑘∈N. (Указание: докажите, что

a) 2𝑘 | 𝑥2𝑘−2−1 для любых нечётного 𝑥 и целого 𝑘 ⩾ 3;
b) если 𝑛 отлично от 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘 (𝑝 – простое, 𝑘 ∈ N), то
𝑛 = 𝑎𝑏, где НОД(𝑎, 𝑏) = 1 и 𝜙(𝑎), 𝜙(𝑏) – чётные числа.)
7. Докажите, что первообразных корней по модулю

𝑛 ∈ N ровно 𝜙
(︀
𝜙(𝑛)

)︀
штук (если они есть).

8. Для простого числа 𝑝 найдите все такие 𝑘 ∈ N, что
сумма 1𝑘 + 2𝑘 + . . .+ (𝑝− 1)𝑘 делится на 𝑝.
9. Докажите, что для любого 𝑛 ∈ N найдётся такое

𝑚 ∈ N, что число 2𝑚 + 100 делится на 3𝑛.
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