
Лемма о пропорциональных проекциях

1. На плоскости даны две непараллельные направлен-

ные прямые 𝑘 и ℓ, а также два вектора 𝑢⃗ и 𝑣⃗. Через 𝑢𝑘
и 𝑢ℓ обозначим длины проекций вектора 𝑢⃗ на прямые

𝑘 и ℓ соответственно, а через 𝑣𝑘 и 𝑣ℓ – длины проекций

вектора 𝑣⃗ на эти прямые. Докажите, что векторы 𝑢⃗ и

𝑣⃗ коллинеарны, если и только если 𝑢𝑘 : 𝑢ℓ = 𝑣𝑘 : 𝑣ℓ.
2. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность с

центром 𝑂. Диагонали 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке

𝑋. В точке 𝐴 восстановили перпендикуляр к прямой

𝐴𝐵, в точке 𝐷 – к прямой 𝐶𝐷. Эти перпендикуляры

пересеклись в точке 𝑌 . Докажите, что точки 𝑂, 𝑋 и

𝑌 лежат на одной прямой.

3. Точки 𝐾 и 𝐿 – проекции середины 𝑀 стороны 𝐵𝐶
остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 на стороны 𝐴𝐵 и

𝐴𝐶 соответственно. Описанные окружности треуголь-

ников 𝐴𝐵𝐿 и 𝐴𝐶𝐾 пересекаются в точках 𝐴 и 𝑃 . До-
кажите, что 𝐴𝑃 ⊥ 𝐵𝐶.
4. Хорды 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 окружности с центром 𝑂 пере-

секаются в точке 𝑋. Пусть 𝑀 и 𝑁 – центры окруж-

ностей, описанных около треугольников 𝐴𝑋𝐵 и 𝐶𝑋𝐷
соответственно. Докажите, что 𝑂𝑀 = 𝑋𝑁 .

5. a) Через 𝑣𝐴𝐵, 𝑣𝐴𝐶 обозначим длины проекций век-

тора 𝑣⃗ на прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 соответственно. Докажите,

что вектор 𝑣⃗ перпендикулярен стороне 𝐵𝐶 треуголь-

ника 𝐴𝐵𝐶, если и только если 𝑣𝐴𝐵 : 𝑣𝐴𝐶 = 𝐴𝐶 : 𝐴𝐵.
b) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены биссектрисы 𝐵𝐵1

и 𝐶𝐶1. Точки 𝑂 и 𝐼𝐴 – центры описанной и 𝐴-вневпи-
санной окружностей. Докажите, что 𝐵1𝐶1 ⊥ 𝑂𝐼𝐴.
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