
Формула включений-исключений

1. Сколько существует целых чисел от 1 до 1000000,
которые не являются ни полным квадратом, ни пол-

ным кубом?

2. Индикаторной функцией множества 𝐴 ⊂ 𝑈 назы-

вают функцию 1𝐴, которая равна 1 на элементах 𝐴 и 0
на остальных элементах 𝑈. Для подмножеств 𝐴1, . . . ,
𝐴𝑛 ⊂ 𝑈 и элемента 𝑢 ∈ 𝑈 докажите равенства:

a) 1𝐴1∪...∪𝐴𝑛(𝑢) = 1−
(︀
1− 1𝐴1(𝑢)

)︀
. . .

(︀
1− 1𝐴𝑛(𝑢)

)︀
;

b)
⃒⃒ 𝑛⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖

⃒⃒
=

∑︀
𝑖
|𝐴𝑖| −

∑︀
𝑖<𝑗

|𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 |+
∑︀

𝑖<𝑗<𝑘

|𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 ∩𝐴𝑘|−

. . .+ (−1)𝑛−1|𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛|.
3. Сколькими способами можно расселить 15 гостей в

четырёх комнатах, если требуется, чтобы ни одна из

комнат не осталась пустой?

4. Сколько существует перестановок из 𝑛 элементов,

в которых никакие два из трех данных элементов 𝑎, 𝑏,
𝑐 не стоят рядом (в каком-либо порядке)?

5. (Функция Эйлера) Пусть 𝑛 = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 . . . 𝑝𝛼𝑘
𝑘 . Дока-

жите, что количество натуральных чисел от 1 до 𝑛
взаимно простых с 𝑛 равно 𝜙(𝑛) = 𝑛

∏︀𝑘
𝑖=1(1− 1/𝑝𝑖).

6. Каждое натуральное число покрасили в чёрный или

белый цвет. Можно задавать вопросы вида: Сколько

белых делителей у числа 𝑘? У числа 𝑛 ровно 5 прос-

тых делителей. Как за 32 вопроса узнать его цвет?

7. Пусть 𝑚 < 𝑛 – натуральные числа. Докажите, что

𝑛𝑚−𝐶1
𝑛(𝑛− 1)𝑚+𝐶2

𝑛(𝑛− 2)𝑚− . . .+(−1)𝑛−1𝐶𝑛−1
𝑛 = 0.

8. В классе 𝑛 учеников. Сколькими способами они мо-

гут пересесть так, чтобы ни один не сел на свое место?
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