
Неравенства Йенсена и Караматы
1. Функция 𝑓(𝑥) выпуклая на интервале (𝑎, 𝑏). Пусть
𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛 – произвольные числа из этого интер-

вала, а 𝜆1, 𝜆2, . . ., 𝜆𝑛 – произвольные положительные

числа, сумма которых равна 1. Докажите, что

𝑓
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≤ 𝜆1𝑓(𝑥1) + 𝜆2𝑓(𝑥2) + . . .+ 𝜆𝑛𝑓(𝑥𝑛).

2. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 – углы треугольника. Докажите, что

sin𝛼+ sin𝛽 + sin 𝛾 ≤ 3
√
3

2
.

3. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 и 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1. Докажите, что(︁
1 +

1

𝑎

)︁(︁
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)︁(︁
1 +

1

𝑐

)︁
≥ 64.

4. Пусть 𝑓 : R → R – выпуклая функция, 𝑦1 ≥ 𝑥1 ≥
≥ 𝑥2 ≥ 𝑦2 и 𝑦1 + 𝑦2 = 𝑥1 + 𝑥2. Докажите, что

𝑓(𝑦1) + 𝑓(𝑦2) ≥ 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2).
5. Набор 𝑎 чисел 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥ 𝑎𝑛 мажорирует

набор 𝑏 чисел 𝑏1 ≥ 𝑏2 ≥ . . . ≥ 𝑏𝑛 (пишут 𝑎 ≻ 𝑏), т.е.
𝑎1 ≥ 𝑏1, 𝑎1 + 𝑎2 ≥ 𝑏1 + 𝑏2, . . .

𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛−1 ≥ 𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛−1,
𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛 = 𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛.

Функция 𝑓 : R → R выпуклая. Докажите, что

a) сближением с фиксированной суммой набор 𝑎 мож-

но привести к набору 𝑏;
b) 𝑓(𝑎1)+𝑓(𝑎2)+. . .+𝑓(𝑎𝑛) ≥ 𝑓(𝑏1)+𝑓(𝑏2)+. . .+𝑓(𝑏𝑛).
6. 𝑎, 𝑏, 𝑐 – длины сторон треугольника. Докажите, что√
𝑎+ 𝑏− 𝑐+

√
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√
𝑐+ 𝑎− 𝑏 ≤

√
𝑎+

√
𝑏+

√
𝑐.

7. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Докажите, что
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