
Комбинаторная теорема о нулях
1. Пусть 𝐹 – поле, 𝐴1, . . ., 𝐴𝑛 – его подмножества

размеров |𝐴𝑖| = 𝑑𝑖 + 1, 𝑖 ∈ {1, . . ., 𝑛}. Рассмотрим
многочлен 𝑓 ∈ 𝐹 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] такой, что для любого его
монома 𝑥𝑘11 . . . 𝑥𝑘𝑛𝑛 с ненулевым коэффициентом либо

(𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), либо 𝑘𝑖 < 𝑑𝑖 для некоторо-

го 𝑖. Через 𝐷(𝐴𝑖, 𝑎𝑖) обозначим
∏︀

𝑏∈𝐴𝑖∖{𝑎𝑖}(𝑎𝑖 − 𝑏). До-

кажите, что коэффициент при мономе 𝑥𝑑11 . . . 𝑥𝑑𝑛𝑛 в 𝑓

равен
∑︀

𝑎1∈𝐴1,...,𝑎𝑛∈𝐴𝑛

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)

𝐷(𝐴1, 𝑎1) . . . 𝐷(𝐴𝑛, 𝑎𝑛)
.

2. Дан многочлен 𝑓 ∈𝐹 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] степени
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑑𝑖 та-

кой, что коэффициент при мономе 𝑥𝑑11 . . . 𝑥𝑑𝑛𝑛 отличен

от нуля. Докажите, что для произвольных подмно-

жеств 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛⊂𝐹 таких, что |𝐴𝑖|>𝑑𝑖, найдутся эле-
менты 𝑎1∈𝐴1, . . . , 𝑎𝑛∈𝐴𝑛 такие, что 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ̸= 0.
3. В вершинах 100-угольника записаны по два различ-

ных числа. Докажите, что можно вычеркнуть по чис-

лу в каждой вершине так, чтобы оставшиеся числа в

любых двух соседних вершинах были различными.

4. Пусть 𝑝 – простое число. Докажите, что
a) для непустых подмножеств 𝐴 и 𝐵 ⊂ Z𝑝 выполнено

неравенство |𝐴+𝐵| ≥ min(𝑝, |𝐴|+ |𝐵| − 1).
b) при 𝑝 ≥ 5 существует пять целых чисел 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3,
𝑎4, 𝑎5 таких, что 𝑝 ∤ 𝑎𝑖, но 𝑎41 + 𝑎42 + 𝑎43 + 𝑎44 + 𝑎45

... 𝑝.
5. Пусть 𝑛 ∈ N. Найдите минимальное количество

плоскостей, объединение которых включает множество{︀
(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, 𝑥+𝑦+𝑧 > 0

}︀
, состоящее

из (𝑛+1)3−1 точки, но не содержит начало координат.
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