
Многочлены Чебышёва

1. Последовательность многочленов
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀
𝑛∈N опре-

деляется рекуррентно: 𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥 и

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥)− 𝑇𝑛−1(𝑥) при 𝑛 ∈ N.
Докажите, что 𝑇𝑛(cos𝜙) = cos(𝑛𝜙) для любого 𝜙 ∈ R.
2. Числа 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛 ∈ [−1, 1] попарно различные.

Докажите, что
𝑛∑︀

𝑖=1
1/

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 |𝑥𝑗 − 𝑥𝑖| ≥ 2𝑛−2.

3. Пусть 𝑃 ∈ R[𝑥] – многочлен степени 𝑛, старший
коэффициент которого равен 1. Докажите, что если

|𝑃 (𝑥)| ≤ 1

2𝑛−1
при всех 𝑥 ∈ [−1, 1], то 𝑃 (𝑥)=

1

2𝑛−1
𝑇𝑛(𝑥).

4. Пусть 𝑃 ∈ R[𝑥] – приведённый многочлен положи-

тельной степени. Оказалось, что |𝑃 (𝑥)| ≤ 2 при всех

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Докажите, что 𝑏− 𝑎 ≤ 4.
5. Дан многочлен 𝑃 ∈ R[𝑥] степени 𝑛 ∈ N такой, что

|𝑃 (𝑥)| ≤ 1 при всех 𝑥 ∈ [−1, 1]. Докажите, что для

любого 𝑥 ̸∈ [−1, 1] верно неравенство |𝑃 (𝑥)| ≤ |𝑇𝑛(𝑥)|.
6. Докажите, что если |𝑦| > 1, то выполнено равенство

𝑇𝑛(𝑦) =
1

2
(𝑦 −

√︀
𝑦2 − 1)𝑛 +

1

2
(𝑦 +

√︀
𝑦2 − 1)𝑛.

7. Пусть 𝑎0, 𝑎1, . . ., 𝑎𝑛 – действительные числа такие,

что |𝑎𝑛𝑥𝑛+𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1+ . . .+𝑎0| ≤ 1 при всех 𝑥 ∈ [−1, 1].

Докажите, что тогда при всех 𝑥 ∈ [−1, 1] выполнено
неравенство |𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛| ≤ 2𝑛−1.

8. a) Для любого натурального 𝑛 приведите пример

многочлена 𝑃 с целыми коэффициентами такого, что

𝑃 (𝑥+ 𝑥−1) ≡ 𝑥𝑛 + 𝑥−𝑛.

b) Докажите, что если оба числа 𝛼 и cos(𝛼𝜋) рацио-
нальные, то cos(𝛼𝜋) ∈ {0,±1/2,±1}.
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