
Неравенство Йенсена
1. Дана выпуклая на интервале 𝐼 функция 𝑓 . Пусть
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 – произвольные числа из интервала 𝐼, а
𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 – произвольные положительные числа,

сумма которых равна 1. Докажите, что

𝑓
(︁ 𝑛∑︀
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≤ 𝜆1𝑓(𝑥1) + 𝜆2𝑓(𝑥2) + . . .+ 𝜆𝑛𝑓(𝑥𝑛).

2. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 – углы треугольника. Докажите, что

sin𝛼+ sin𝛽 + sin 𝛾 ≤ 3
√
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.

3. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 и 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1. Докажите, что(︁
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𝑎

)︁(︁
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1 +
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≥ 64.

4. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 – неотрицательные числа. Докажите,

что
√
𝑎2 + 1 +

√
𝑏2 + 1 +

√
𝑐2 + 1 ≥

√︀
6(𝑎+ 𝑏+ 𝑐).

5. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Докажите, что

𝑥5𝑦 + 𝑦5𝑧 + 𝑧5𝑥 ≥ 𝑥2𝑦3𝑧 + 𝑦2𝑧3𝑥+ 𝑧2𝑥3𝑦.
6. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 > 0 докажите, что

𝑛
√︀∏︀𝑛

𝑖=1(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) ≥ 𝑛
√
𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 + 𝑛

√
𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑛.

7. Для точки 𝑃 внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 через 𝑥,
𝑦, 𝑧 обозначим расстояния от неё до прямых 𝐵𝐶, 𝐶𝐴,
𝐴𝐵 соответственно. Найдите точку 𝑃 , для которой до-

стигается минимум суммы 𝐵𝐶/𝑥+ 𝐶𝐴/𝑦 +𝐴𝐵/𝑧.
8. (Поповичу) Дана выпуклая на интервале 𝐼 функция
𝑓 . Докажите, что 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑧) + 3𝑓
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для любых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼.

9. Для произвольных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R докажите, что

a) |𝑥|+ |𝑦|+ |𝑧|−|𝑥+𝑦|−|𝑦+𝑧|−|𝑧+𝑥|+ |𝑥+𝑦+𝑧| ≥ 0;
b) 𝑥6 + 𝑦6 + 𝑧6 + 3𝑥2𝑦2𝑧2 ≥ 2(𝑥3𝑦3 + 𝑦3𝑧3 + 𝑧3𝑥3).
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