
Теорема Кэзи

1. Окружности 𝜔𝐴(𝑂1, 𝑟1) и 𝜔𝐵(𝑂2, 𝑟2) касаются ок-

ружности 𝜔(𝑂,𝑅) в точках 𝐴 и 𝐵 соответственно. Ес-

ли 𝜔𝐴 и 𝜔𝐵 касаются 𝜔 одинаковым (различным) обра-

зом, то через 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐵) обозначим расстояние между

двумя точками касания их общей внешней (внутрен-

ней) касательной. Докажите, что если

a) окружности 𝜔𝐴 и 𝜔𝐵 касаются внутренним образом

окружности 𝜔, то 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐵) =
𝐴𝐵

𝑅

√︀
(𝑅− 𝑟1)(𝑅− 𝑟2);

b) окружности 𝜔𝐴 и 𝜔𝐵 касаются внешним образом

окружности 𝜔, то 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐵) =
𝐴𝐵

𝑅

√︀
(𝑅 + 𝑟1)(𝑅 + 𝑟2);

c) окружность 𝜔𝐴 касается окружности 𝜔 внутрен-

ним образом, а окружность 𝜔𝐵 – внешним образом,

то 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐵) =
𝐴𝐵

𝑅

√︀
(𝑅− 𝑟1)(𝑅 + 𝑟2).

2. Окружности 𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 и 𝜔𝐷 касаются окружности

𝜔 соответственно в вершинах 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 выпуклого

четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Докажите, что 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐵) ·
𝑑(𝜔𝐶 , 𝜔𝐷)+𝑑(𝜔𝐵, 𝜔𝐶)·𝑑(𝜔𝐷, 𝜔𝐴) = 𝑑(𝜔𝐴, 𝜔𝐶)·𝑑(𝜔𝐵, 𝜔𝐷).

3. Три равные окружности касаются попарно между

собой и внутренним образом некоторой окружности 𝜔.
Из произвольной точки𝑀 ∈ 𝜔 проведены касательные

к эти трём окружностям. Докажите, что сумма двух

отрезков касательных равна третьему отрезку.

4. Пусть Ω – окружность, описанная вокруг △𝐴𝐵𝐶, а
𝜔 – окружность, касающаяся Γ, а также отрезков 𝐴𝐵
и 𝐴𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Докажите, что

середина отрезка 𝑃𝑄 – инцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶.
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